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Una conversazione su: Fondamenti della matematica
e "teoria base". L'esempio della teoria 7x2
Ennio De Giorgi
Nello studio dei "fondamenti della matematica" forse può rientrare
anche la proposta di ragionevoli "teorie base" , ave col termine
"teorie base, " designerò una selezione di concetti primitivi,
definizioni, assiomi, abbastanza semplici per essere compresa anche da
ascoltatori non specializzati ed abbastanza ampia perché sta possibile
assumerla come base fondamentale su CUI edificare le piu' complesse
teorie matematiche (e forse anche altre teorie scientifiche e
filosofiche).
Tra i requisiti desiderabili di una "tcoria base ll , metterei al
•
primo posto la semplicità, l'uso di un linguaggio VICtnO alle abitudi-
nt della maggIor parte dei matematici contemporanei, l'eventuale
recupero di qualche antica tradizione matematica e filosofica.
Altro requisito essenziale di una buona"teoria base ll dovrebbe
essere la facilita "d'innestare lt tn modo naturale, sul tronco della
teoria stessa, i diversi ramI della matematica. Inoltre la teoria base
dovrebbe presentare il piu' alto grado di "autorefe.renza"; mi e' dif-
ficile trovare una definizi0ne generale del termine "autorefc., ..xa",
ma posso citare l'esempio della teoria 7x2 in CUI, le relazioni Rrelb,
Rrelt, ... Rrelq, sono, per COSI dire, le pietre di un arco di CUI
l'operazione Seprq é ]a chiave di volta.
T"fiue accanto a requisiti informaI!, la "teoria base" dovrebbe
avere due requisiti facilmente formalizzabili da parte dei logici
matematici: dovrebbe essere facilmente descrivibile nel linguaggio del
calcolo dei predicati del pnmo ordine e dovrebbe possedere molti
modelli finiti non banali.
Conc1uder6 osservando ehe non VI è raglOne flf;"T pensare che la
teoria 7x2 SIa ottimale rispetto a tutti questi reqUisiti; essa é solo
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un esempio che spero, potea incoraggiare altri matematici alla ncerca
di altre "teorie base" o alla individuazione, all'interno di teorie
gia note, di qualche nucleo fondamentale finito che possa essere
ragionevolmente assunto come "teoria base".
Lo sririto conduttore di questa teoria risiede nel nnvlare il
concetto di "coppia Il , "terna", ecc., per evitare di essere Imme-
diatamente immessi l_ una teoria non finita. Pertanto • •SI useranno 1
concetti di relazioni binarie, ternarie e quatcrnarie, come ,,·erra
specificato, al fine di costruire, finché é V":"5ibBe. una teoria base
FINITA con modelli FINITI.
TEORIA 7x2
Diamo le seguenti definizioni:
1) Qqualq ~ q e' una qualita'.
Scriveremo qx per dcnotare che x gode della qualita' q
2) Qrelbr ~ r e' una relazione binaria
3) Qreltp ~ p c'una relazione ternaria.
Scrivere pxyz equivale a dire che Itx e' nella relazione p con y e z".
Infine:
4) QrelqT ~ T e' una relazkme quaternaria.
Ovviamente rxyzt significa che x e' nella relazione r con yzt.
Definiamo poi le operazioni nel modo seguente:
5) Qops f ~ f e' una operazione semplice;
fx=y indichera' che y e' il risultato dell'operazione semplice f
eseguita su x.
6) Qopb q, e' una operazione binaria.
Scriveremo q,xdy =z per indicare che z e' il risultato dell'operazione q,
eseguita su x ed y.
Osservazione. Richiamandoci alle notazioni usuali adottate per la
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somma ed il prodotto, molto spesso useremo la notazione x +y o x' y
in luogo di ~xy.
Unitamente alle sei definizioni date si introduce l'('".,erazione
7) Invrb, inversione della relazione binaria; posto Invrb r -
vale la condizione:
·1
r
·1
rxy C:$ r yx
Osservazione. Una delle possibili varianti di questa teoria è quella
di considerare le operazioni semplici come caso particolare delle
relazioni binarie e le operazioni binarie come caso particolare delle
relazioni ternarie,
Introduciamo ora un secondo gruppo di oggetti fondamentali. II
primo e' Rqual, caratterizzato dalla condizione:
l) Rqual qx ~ qx relazione binaria che descrive il comportamento
della qualita.
2) Rrelb è una relazione ternacia che pu6 essere applicata a rela-
zioni binarie o ad operazioni semplici nel modo seguente:
(Relb)rxy ~
(Relb)fxy ~
rxy
fx=y
Analogamente po01amo:
3) Rrelt è una relazione quaternaria tale che:
(Rrelt)pxyz $$ pxyz
(Rrelt)</>xyz ~ </>xy =z
Introduciamo ora l'operazione binaria Seprq (separazione di variabili
nelle relazioni quaternarie) caratterizzatG dalle proprietà seguenti:
4) se " è una reJazione quaternaria, allora, per ogni oggetto x, è
definita Seprq-rx ed è una relazione teroaria, tale che
(Seprqn:)yzt C:$ n:yzt.
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Conviene esplicitamente osservare che una relazione quaternaria
pu6 essere descritta da una operaZIone binaria e da una relazione
ternacia.
Introduciamo ora le nozioni di dominio, codominio ed ambiente.
5) Sia Qrelbr (cioè sia r una relazione birnria), Rdom è una
relazione binaria tale che
Rdomxr - esiste y : rxy,
e traduce il fatto che "x appar~i,;;tle al dominio di r".
Analogamente se Qopsf allo.ra :
Rdomxf ., esiste y • Cx - y.•
6) Se Qrelbr definiamo:
RL:()dyr ., esiste x rxy.
Se QopsC aIlora
RcodyC ., esiste x • Cx = y•
L'ambiente di una qualità, relazione, operazIOne, è l'area in CUI
vanno presI gli oggetti che hanno quelle qualita o ,sono comunque
coinvolti da quella relazione o operazione.
7) Denoteremo con Ramb la relazione binaria così definita:
a) Se q è una qualita ed x un oggetto
Rambxq _ qx.
b) Se r è una relazione ed x un oggetto allora:
Ramb zr ., Rdomxr Vel Rcodxr .
c) Se Cè un'operazione ed x un oggetto allora
Rambxf ., Rdomd Vel Rcodxe.
d) Se p è una relazione ternacia ed x un oggett0 allora
Ramb xp ** :3 y, z tali che pxyz Vel pyxz Vel pyzx .
e,C,g) •Definizioni anologhe si danno per le operazioni binarie, le
relazioni quaternarie e le operazioni teenarie.
Abbiamo COSI selezionato il Htronco" 7x2 sul quale possono essere
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innestati i vari nrami" della matematica.
Intanto, mostriamo come un primo innesto puo essere l'aritmetica.
ARITMETICA
Le notazioni di CUI Cl serviremo sono le seguenti:
QNn ~ è la qualita di n di essere un numero naturale.
Add ~ addizione di due numeri.
Molt ~ moltiplicazione di due numeri.
Nord ~ ordìnàrnento naturale di numeri naturali.
Precisam("~_te:
Nordxy ~ x ~ y .
Aggiungendo gli • •assiomi canomcl dell'aritmetica classica, questa
sara pienamente formulata.
Scriveremo:
QMPx x è un modello (.) ldi predicato
MPindx - y
predicato x.
Y è l'indice di complessita del model1o di
Qualita, relazioni, operaZl0111 introdoue nella (7x2) , sono
particolari modelli di predicati.
Esempi
Qqnall ~ MPind q = 1
MPind 1 ~ O
MPind O = o.
Se r è una relazione binaria o un'operazione semplice, allora:
MPind r ~ 2
,---------------------
CO)
La notazione introdotta sara utile nella costruzione della teoria
dei predicati, nel senso che, ad un predicato di ordine uno associera
un modello di ordine uno.
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;Se p è una relazione ternacia o un'operazione binaria, allora:
MPind p~3.
Se infine, t' è una relazione quaterna.~_h o una operazione ternaria,
allora
MPindr~4.
Introduciamo [Scp], la separazIOne di variabili nel modelli di
predicati (che comprende come caso particolare la Sepqr). Sep
è un'operazione binaria che agisce nel modo seguente:
Se x e' nn modello di predicato ed il suo indice è n+ l, allora per
ogm y esiste nn modello di predicato Sep x y il CUI indice è n • In
formule se MP iod x ~ 0+1, allora qualunque sia y esiste MP ind (Mp
SCp xy) - n.
Il raccordo fra questo concetto ed il secondo gruppo di nOZ1001 della
teoria base è il seguente.
Se per semplicita', poniamo
x ' y = MP Sep xy
allora valgono i seguenti assiomi < :
qx = q . x ~ 1
rxy = (r . x) . y = I
fx = Y = (f . x) • y - 1
pxyz = «(P • x) . y) . z) - 1
,/>xy ~ z = «'/> • x) . y) • z - 1
rxyzt = «(r • x) . y) . z) . l - l.
Si è così effettuato l'innesto dell'aritmetica e •SI è ottenuto,
mediante MPsep, l'unificazione dei concetti, inizialmente separati, di
qualita', relazioni, operaziOni.
Viene naturale chiedersi se tutti 1 modelli di predicato debbano
necessariamente essere numeri, qualita', relazioni, operazioni.
Conviene ammettere che vi siano dei modelli di predicato che nf)~
sono ne' numeri ne' quaIita ecc., ma altri t:ilti per esempio
funzioni, mappe o altro.
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• • •
mSleml,
Tutto sommato per un innesto facile dei van rana della matema-
tica, conVIene riservare le parole: qualita', relazioni, operazIOnI a
quei modelli di predicato che meglio rispondono alle nozioni intuitive
di qualita, relazioni, operazioni.
Ritengo che altri innesti possibili possano essere:
l) l'innesto del calcolo dei predicati del pnmo ordine
base; questa operaZIone verosimilmente rive1era. delle
soprattutto nella parte semantica (interpretazione delle formule).
2) Attraverso una attenta rilettura dell'uso. che SI fa 10
nella teoria
difficoltà
fisica del
concetto di "variabile" si dovrebbe chiarire co...e tale uso del termine
variabile è collegato con l'uso che del termine si fa in logica.
3) La teoria degli insiemi e la relativizzazione di essa (analisi
standard e non standard) possono rappresentare un altro innesto.
4) Per i probabilisti è possibile introdurre la nozione di variabile
aleatoria coUegandola con la nozione di variabile del punto.
Infine 51 puo' passare aU'innesto di altre teorie fondamentali per
esempio logiche modali, À.-ealcolo, categorie, ecc.
E' assai probabile che tentando questi innesti SI possano vedere
meglio i pregi e i difetti della teoria 7x2 e di altre "t(;ùrie base"
finite.
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